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Teoria de Grafos

Estas diapositivas se basan parcialmente en el curso del
Prof. Albert-Laszlé Barabasi, de Northeastern University, con autorizacion.
El contenido ha sido traducido para su uso en este curso.



Los puentes de Konigsberg
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éSe puede cruzar los siete
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1735: Teorema de Euler:
(@)  Siun grafo tiene mas de dos nodos de grado impar, no hay ruta.

(b) Siun grafo esta conectado y no tiene nodos de grados impares, tiene al menos una ruta.



LOS PUENTES DE KONIGSBERG

C L]
: éSe puede cruzar los siete

/ [ puentes y nunca cruzar el
D I mismo puente dos veces?

g @
a b

AR

B

Hoy recordamos la prueba de Euler porque fue la primera vez que alguien
resolvié un problema matematico convirtiéndolo en un grafo. En retrospectiva,
la prueba tiene dos mensajes importantes:

1. Algunos problemas se vuelven mas simples y tratables si se representan
como un grafo.

2. La existencia del camino no depende de nuestro ingenio para
encontrarlo. Mas bien, es una propiedad del grafo. De hecho, dado el disefio
de los puentes Konigsberg, no importa lo inteligentes que seamos, nunca
encontraremos el camino deseado.



¢En cual de estas redes es posible idear un paseo que atraviese cada enlace una vezy
solo una vez?
Es decir, éen qué red es posible realizar un Camino Euleriano?




1. ¢Esta conectado?
2. Cuente el numero de nodos de grados impares, ées0 0 2?




Redes y grafos



¢Qué es un grafo?

Estructura matematica que consta de "nodos" (o vértices) y
"enlaces" (aristas o borde) que conectan a los nodos.
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COMPONENTES DE UN SISTEMA COMPLEJO

o

componentes:
nodos, vertices

[

interacciones: enlaces, arista o bordes

\ /

sistema: red, grafo




Notacion basica de una red

* Conjunto de nodos: Representados como V, donde V es un conjunto de nodos,
vertices, agentes, actores, etc. en la red.

Por ejemplo: V={A, B, C, D}

* Conjunto de enlaces: Representados como E, donde E es un conjunto ordenado
de pares de nodos (u, v), denotando una conexidn o relacién entre ellos.

Por ejemplo: E = {(A, B), (A, C), (B, D), (C, D)}
Cada par ordenado (u,v) en E representa un enlace entre nodo u y nodo v.

* Red o grafo: La red tipicamente se representa como G(V,E), donde Geslared o
grado, V es el set de nodos o vertices, y E es el conjunto de enlaces.

Por ejemplo: G(V, E) = ({A, B, C, D}, {(A, B), (A, C), (B, D), (C, D)})



Ejemplo

 Conjunto de nodos: V=11, 2, 3, 4, 5}

e Conjunto de enlaces: E = {(u,v)}

* Red o grafo: G(V, E)

Nodos
1,2,3,4,5

Enlaces

1<->2, 1<->3, 1<->5,
2¢<->3, 2¢<->4, 2<->5,
3¢<->4, 3<-5H5, 4<->5

Los nodos pueden tener estados; los enlaces
pueden tener direcciones y pesos




REDES O GRAFOS?

red a menudo se refiere a sistemas reales

WWW,
social network (red social)
*metabolic network. (red metabdlica)

Lenguaje: (Red (Network), nodo (node), enlace (link))

grafo: representacion matematica de una red
*web graph,
*social graph (a Facebook term)

Lenguaje: (Grafo (graph), vertice (vertex), enlace (edge))

Trataremos de hacer esta distincion siempre que sea
apropiado, pero en la mayoria de los casos usaremos los dos
términos indistintamente.



UN LENGUAJE COMUN

L] L §-
% Marlon Brando

Michelle Pfeiffer




CHOOSING A PROPER REPRESENTATION

La eleccion de la representacion de red adecuada determina
nuestra capacidad para utilizar la teoria de redes con éxito.

En algunos casos hay una representacion unica e
inequivoca.

En otros casos, la representacion no es de ninguna manera
unica.

Por ejemplo, la forma en que asignamos los vinculos entre
un grupo de individuos determinara la naturaleza de la

pregunta que podemos estudiar.
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ELIGIENDO UNA REPRESENTACION ADECUADA
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ELIGIENDO UNA REPRESENTACION ADECUADA

Si conectas a personas en funcion de su primer nombre
(todos los Juanes se conectan entre si), ¢qué exploraras?

Sin embargo, es una red.



Representacion de una red

* Nodos, vertices, agentes, actores: unidad de la red.
* Aristas, enlaces, lazos: conexiones entre nodos.

* Los enlaces pueden tener direccidn: la relacion o interés va de un
nodo a otro

* Una persona recibe instrucciones o mentoria de otra persona con
mas experiencia

* Seguidores en redes sociales

* Los enlaces pueden tener intensidad (peso):
* El numero de colaboraciones entre dos autores
e Cuanto PIB es invertido de un pais a otro



Redes dirigidas vs no dirigidas



No-dirigida

Enlaces/Bordes
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Similarity, Financial Ties
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REDES DIRIGIDAS VS REDES NO-DIRIGIDAS

No-dirigidas Dirigidas
Links: no-dirigidos (simétricos) Links: dirigidos (arcos).
Grafo: Digrafo = grafo dirigido:

Un enlace no
dirigido es la
superposicion de
dos enlaces
dirigidos
opuestos.

Links no-dirigidos: Links dirigidos:
Links de co-autores URLs in el WWW
Red de actores Llamdas de teléfono

Interaccion de proteinas Reacciones metabdlicas



NETWORK NODES LINKS DIRECTED N L
UNDIRECTED
Internet Routers Internet connections Undirected 192,244 409 066

WWW

Mobile Phone Calls
Email

Science Collaboration
Actor Network Actors -0-acting Undirected
Citation Network

Protein Interactions




Matriz de adyacencia



MATRIZ DE ADYACENCIA

: 1

Aij=1 si hay un link entre el nodo iy j

Aij=0 si los nodos iy j no estan conectados entre si

O 1 0 1 O 0 0 O
1 0 0 1 1001
Agj = 00 0 1 Aij = 0 0 0 1
1 1 1 0 1 0 0 O

Tenga en cuenta que para un grafo dirigido (derecha) la matriz no es simétrica.

A;; = 1 Sihay un link apuntando desde el nodo j al i

A;; = 0 Si hay un link apuntando desde el nodo i al j



MATRIZ DE ADYACENCIA
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MATRIZ DE ADYACENCIA

N+1 elements

( 1
kJ1—|—1
ko+ k1 +1

1+ 37k

\  2L+1

/

2L elements
index

k1 neighbors of node 1

ko neighbors of node 2

k;j neighbors of node J

r(G+1)—1

-

If directed, two representations: one for outgoing neighbors, one for

incoming neighbors
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LAS MARICES DE ADYACENCIA SON "SPARSE"




Ejercicio

Representa el grafo como una matriz de adyacencia




Lista de enlaces vy lista de adyacencia

« List of edges
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Ejercicio

Representa el grafo como una lista de adyacencia
Representa el grafo como una lista de enlaces




Redes reales son poco densas (sparse)



GRAFO COMPLETO

o o
El nUmero maximo de enlaces que ] |
puede tener una red de NN_T °
N nodos es : L =(N) _NIN-D
2 2 ° °
o 9
o o

Un grafo con grado L=L . es llamado grafo completo,
y su grado promedio es <k>=N-1




REDES REALES SON "SPARSE"

La mayoria de las redes observadas en sistemas reales
son poco densas:

WWW (ND Sample):
Protein (S. Cerevisiae):
Coauthorship (Math):
Movie Actors:

L << L.
(o)
<k> <<N-1.
N=325,729; L=1.4 106
N= 1,870; L=4,470
N= 70,975; L=2 10°
N=212,250; L=6 10°

Lop=1012  <k>=4.51
Lyp=107 <k>=2.39
Lie=3 1010 <k>=3.9
Lie=1.8 1013 <k>=28.78

(Source: Albert, Barabasi, RMP2002)



REDES CON Y SIN PESOS
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METCALFE’S LAW

“mientras mas personas usan una
$ red, mas valiosa se vuelve”

-~ Cost=N

: A\
e
L. Critical Mass Crossover
2
o
Value=N’ ° A ?
N . o
Devices
o o
o 9
El nUmero de enlaces maximos que una ° °

red de N nodos puede N(N-1) s °
tener es: L. = (/2\/) -5 i .



METCALFE’S LAW

$

Critical Mass Crossover

Dollars

Value=N’

Devices

Hay dos problemas fundamentales con la ley de Metcalfe:

Si bien todos los enlaces son posibles, en redes reales no todos los enlaces estan presentes. De hecho, la mayoria de las redes reales son
dispersas, lo que significa que solo una pequeiia fraccidén de los enlaces estdn presentes. Si asignamos un valor a cada enlace, entonces el
valor total de la red crecerd mds lentamente que N * 2, como veremos en los proximos capitulos.

No todos los enlaces son de igual valor (pesos). Algunos enlaces se usan mucho mientras que la mayoria de los enlaces son 'débiles’, es
decir, rara vez se utilizan.



Ejercicio

Representa el grafo como una lista de adyacencia.
El peso del enlace esta indicado en rojo




Preguntas basicas

 Qué se puede investigar a partir de la direccion y peso de los
enlaces?

e Qué significa que un enlace sea no dirigido?
 Qué implica que un enlace tenga peso?
* Cual es la relevancia de los enlaces propios (self-loops)?

 Como piensas que se debe estructurar la data en la practica para
construir una red?



Grado, Grado promedio y Distribucién
de grado



GRADOS DE NODOS

(@) Grado del nodo: el nUmero de links conectados al nodo.
_'C_5 A
IQ
| -
i B
@]
2

En redes dirigidas Podemos definer un grado de entrada (in-

degree) y un grado de salida (out-degree). El grado total es la

suma de ambos.

Dirigido

k' =2 k=1 kc=3

Fuente: un nodo con kin= 0; Sumidero: un nodo con kout= Q.



UN POCO DE ESTADISTICAS

Four key quantities characterize 3
a sample of Nvalues x,, ..., X : — = L i
p 1 N ax JA’ Zl("l' (‘>)

Promedio:

Distribucion de x

X+ +.t+x, g
= = - — _1'l
N N 4

('t) l
=1 p= N’Zb""'

El h-esimo momento:

Donde x sigue: |5

aA_Xrottxy 1o,
(7)== N B N,z.:'l'; Zpl =] (jl’. dx = l)




GRADO PROMEDIO
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GRADO PROMEDIO

NETWORK

Internet

WWw

Power Grid

Mobile Phone Calls
Email

Science Collaboration
Actor Network
Citation Network

E. Coli Melabolism

Protein Interactions

NODES

Proteins

LINKS

Internet connections

Links

Co-acting

Citations

Binding interactions

DIRECTED
UNDIRECTED

Undirected

Directe

Directed
Directed

Undirected

N L
192,244 609,066
1] . )
J Y
[ ‘If-l "‘ 4
57194 103.7
702,388 26,397,508
Q /. BQ 4771
4.0 &.00Y.4/'Y
2,018 2.930




DISTRIBUCION DE GRADO

Distribucion de grado

P(k): probabilidad de que un nodo - b, !
elegido aleatoriamente 0.75
P
tenga grado k .
.l I ]
0 1 2 k 3 4
c d.

Nk = # nodos con grado k

0.75

0.5

P(kl=N«/N = plot

0.25



DISTRIBUCION DE GRADO

En muchas redes reales, el grado de nodo puede variar considerablemente.

Por ejemplo, como indica la distribucién de grados (a), los grados de las
proteinas en la red de interaccidon de proteinas que se muestran en (b) varian
entre k = 0 (nodos aislados) y k = 92, que es el grado del nodo mds grande,
llamado un centro. También hay grandes diferencias en el nimero de nodos con
diferentes grados: como muestra (a), casi la mitad de los nodos tienen grado
uno (es decir, pl = 0,48), mientras que solo hay una copia del nodo mas grande,
por lo tanto, p_92 =1/ N = 0.0005. (c) La distribucién de grados a menudo se
muestra en el llamado grafico log-log, en el que trazamos log p_k en funcién de
log k, 0, como hicimos en (c), usamos ejes logaritmicos.
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DISTRIBUCION DE GRADO

Representacion discreta: py Es la probabilidad de que un nodo tenga grado k.

Descripcion continua: p(k) es la pdf de los grados, donde
ky
| p(k)ak
ki
representa la probabilidad de que el grado de un nodo esté entre k; y Ko.

Condicion de normalizacion:
> b =1 [ p(Kak =1
0 Kin

donde K, €s el minimo grado de la red.



DISTRIBUCION DE GRADO

Regular Random Scale Free

D(k)
A
D(k) = d(kyk
> |
k k Log(k)

Piensen en los histogramas de frecuencias de grado
éComo se comparan los promedios con los valores maximos?



Diferencia entre red aleatoria y libre de escala
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Diferencia entre red aleatoria y libre de escala

(a) POISSON

Number of nodes with k links

Most nodes have

X the same number
of links
i{p No highly
+/f connected nodes
—
A
T
R
A XA
Kt XN

Number of links (k]

(b)

Los Angeles o

Boston



Diferencia entre red aleatoria y libre de escala

(c) POWERLAW (d) .o
[
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Estas estructuras tienen un impacto
significativo en como se propaga la
informacion en los sistemas fisicos, biolégicos,
cocialec ete



Preguntas basicas

 Qué indica el grado promedio de una red?

* Piensa en un ejemplo de la vida real donde se aplique Metcalfe’s
law

 Queé tipo de informacion no se puede inferir de la representacion
de la lista de enlaces de la red que se puede inferir de la matriz de
adyacencia?

 Qué diferencias estructurales puedes observar de la visualizacion
de una red aleatoria respecto de una de libre escala?



